
Recherches 

SUR LE MOUVEMENT DES CORPS CELESTES 

EN GENERAL. 

par Mr.' EULER. 


I, 

prés la découverte des forces centrales , dont les Pla- 
nètes principales fontpoufîees vers le Soleil, & les Sa- 
tellites vers leurs principales, félon la rdfon renverfée 
des quarrésdes diftances, le mouvement des Planètes 
n’eft jugé irrégulier, qu’entant qu’il ne fuit pas e- 
xaélenwnt cette loi generale. En effet le mouvement d’une Planete 
feroit parfaitement régulier, s’il étoit conforme aux réglés établies 
par Kepler; ou ce qui revient au même, fi la force, par laquelle le 
mouvement de cette Planète eft modifié, etoit dirigée conftamfnent 
vers le centre du Soleil, & qu’elle fût proportionnelle réciproque- 
ment aux quarrés de fa diftance au Soleil. Car alors, fuivant les dé- 
monftrations de Neuton, cette Planète décriroit autour du Soleil une 
parfaite ellipfe, dont l’un de fesfoyers fe trouverait dans le centre du 
Soleil , & cette ellipfe conferveroit éternellement la même fituation , 
de forte que, ni le plan où elle fè trouve, ni la pofition de fon axe, 
fûtfujette à aucun changement. 

11. C’eft fur ce fondement, que, Street a confirait fes Tables 
Carolines, où non feulement les inégalités périodiques de chaque 
Planete font calculées fur ce principe , mais ausfi les orbites font fup- 
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pofees immobiles dans le Ciel. -Car il ne reconnoit aucun mouve- 
ment, ni dans le lieu des aphélies, ni dans celui des noeuds, par re- 
port aux Etoiles fixes; & ce n’eft qu’eii égard aux équinoxes, que ces 
points foufflent félon lui quelque changement. Mais depuis, les 
Agronomes ayant plus foigneufement examiné les orbites des Pla- 
nètes, ils ont trouve', que leurs aphélies ausfî bien que leurs noeuds, 
changent un peu de place, -même par rapport aux Etoiles fixes. Suivant 
ces recherches, l’aphelie de Mars eft avancé depuis un Siècle de 33'. 
20" ; mais fes nœuds fe trouvent reculés de 20' par rapport aux Etoiles 
fixes: or dans les autres .Planètes ce changement eft plus ou moins 
fenfible. 

III . Comme c'efr une vérité conftatée; que, ni les aphélies 
des Planètes, ni leurs nœuds, ne feraient fujets à aucun changement, s’il 
n’v avoir pas d’autre force, qui agifloit fur les Planètes^, qj^ie, cel- 
le, qui étant dirigée vers le Soleil, dccroit exaélement dans larailb^ 
des -quarrès -des diftances ; il s’enfuit néceflaircment , ou que cectç 
force par laquelle chaque Planete eft actuellement poufKe, nefoit 
pas dirigée préciftment vers Je centre du Soleil, ou qu’elle ne luive 
pas exactement la raifon réciproque des quarrés des diftances, ou 
qu’il y ait d’autres forces outre celle-cy, qui troublent le. mouvez 
ment des Planètes, en y caufant ce changement obfervé dans leurs 
aphélies & nœuds. Or le mouvement des Satellites, tk fur tout celui' 
de la Lune, nous donnent à connoitre, quelles puîflènt être ces forces 
nouvelles, qui agiffent fur les Planètes. Caria Lune étant principa- 
lement follicitéc vers le centre de la Terre, on comprend aifement, 
que cette force fe doit étendre à une diftancc beaucoup plus grande, 
que celle de la Lune, &que peut-être les autres Planètes en peuvent 
fentir quelque effet, quand elles fe trouvent prés de leur Perigée. 

IV. Cependant, fi nous fupofons que cette force de la T'erre, 
qui dans fa furface caufe la pefànteur, décroir en raifon quarrée des 
diftances, elle- deviendra fi petite à la diftance, où Mars ou 'Venus 1 
fe peuvent aprocher, que fon effet doit être abfolument infcnfible. 
Mais il n’en eft pas de même de Ja force dont Jes Satellites de Jupiter 
font pouffes vers lui; cette force étant pareillement diminuée félon 
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tes qüarrês des diftanccs > demeure encore afiez confiderable dans Ta 
région de Saturne, pour en altérer le mouvement. Et réciproque- 
ment, la force avec laquelle Saturne attire fesSatelütes, s’érend encore 
avec allez de vigueur jusqu’ à l’orbite de Jupiter pour y pouvoir 
caulèr quelque dérangement.- Le fyfteme de la gravitation univer- 
fclJe devienr donc par là très vraifemblable; que toutes les planètes 
ne four pas feulement attirées vers le Soleil, mais qu’elles s’attirent 
ausfî muruellement les unes les aurres , par des forces réciproquement 
proportionnelles aux quatrcs de leurs diftances: &lque même le Soleil 
eft attiré vers les Planètes par des forces femblables. 

V. Par là on reconnoitra aifement', que la détermination 
du vrai mouvementdes Planctes devient infiniment plus difficile, que 
■dans la première hyporhefe, où chaque Planète n’a éré pouflée que 
par une feule force dirigée conftammentyers'le cenrre du Soleil, & 
réciproquement proportionnelle aux quarrcs de fes diftances. Car 
maintenant, pour bien déterminer le véritable mouvemenr d’une Pla- 
nète, outre cette force qui tend vers le Soleil, on doit avoir égard 
aux forces, donr cette même Planète eft attirée vers chacune de 
toutes les autres. Or combien le calcul 1 en doit devenir difficile & 
cmbarraftànr, k feule rheorie du mouvement de la Lune le déclaré 
fuffifament; laquelle n’e'ram poulTée que par deux forces, dont l’une 
eft dirigée vers le centre de k Terre, & l’autre vers celui du Soleil, 
eft pourra nr fu jette à tant d’inégalités, dont plu fleurs font encore 
tout à fait inconnues. Mais la même recherche devient beaucoup 
plus difficile dans les auttes Pianetes, à caufe de k grande variabili- 
té qui régne dans leurs diftances mutuelles. 

VI. Mais quand meme on feroit heureufement venu à bout de 
cette recherche, & qu’on eut trouvé moyen de déterminer exacte- 
ment le mouvemenr d’autant de corps, qu’on voudra, qui s’attirent 
mutuellement félon la rai ion réciproque doublée des diftances, j’ai 
encore bien des raifons de douter, fr ce calcul feroit parfaitement 
d’accord avec les obfenations des Planètes. Car quelques recher- 
ches & réflexions que j’ai faites, tant fur l’origine de ces forces, que 
fur les dérange mens, qu’on remarque dans Je mouvement de k Lune, 
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& des Planètes fuperieures, m’ont porté à croire, que les forces; 
dont on fouticnt, que les Planètes s’attirent les unes les autres, ne 
fuivent pas exaftement la raifon réciproque des quartés des diflances, 
& il me fetnble presque, que l’aberration de cette raifon croît avec 
les difknces, puisque quelques inégalités périodiques, qu’on ne fàu- 
roit attribuer à l’aélion des autres Planètes, fe trouvent beaucoup 
plus grandes dans Saturne , que dans les autres Planètes. Et les 
Aflronomes ont déjà remarquéque, les Planètes fuperieures s’écartent 
plus fenfiblement des Tables Agronomiques, que les inferieures. 

VII. En effet, ceux memes qui maintiennent l’attraPion uni- 
verfelle de la matière à la demiere rigueur, feront obligés d’admettre 
une petite irrégularité dans la loi des forces, dont les Planètes agis- 
fent les unes fur les autres. Car les parti fans de ce fyfleme ne re- 
connoiffent cette force d’attraPion dans leslcorps celeftes, qu’en- 
tant qu’ils font compofés de matière: or ils fouticnnent que chaque 
particule de la matière efl douée d’une force d’attraPion proportion- 
nelle à fa maflè, & qui va en diminuant félon les quarrés des di fiances. 
Donc iaforce de gravité de la l'erre, par exemple, fur un point placé 
hors d’elle, n’efl autre chofe que le réfultat de toutes les forces 
dont ce point efl attiré, vers toutes les particules de la mariére, dont 
laTerre eflcompofée. Mais, quoique la force de chaque particule foit 
fuppofêe exactement fuivre la raifon renverfée des quarrés des diftan- 
ces ; il n’en fuit pas, que la force totale, qui en réfulte, fe régie fui- 
vant la même raifon; quelque figure qu’ait le corps entier, Neu- 
ton n’a démontré cette loi de forces, qu’au cas, où laPlanete efl ronde 
& compofée de matière homogène, ou du moins de couches fpheri- 
ques homogènes. Or dans le cas, où la figure de la Planete n’efl 
pas fpherique, il n’efl: pas difficile de prouver par le calcul, que la 
force relu Iran te de toutes les attrapions des particules de la matière , 
ne décroît plus dans la raifon de quarrés de la diflance, ni qu’elle 
eft dirigée vers le centre de la Planete, ou vers quelqu* autre point 
fixe. 

VIII. Puisque donc les corps des Planètes ne font ni fplieri- 
ques, ni formés d’une madère fimilaire, on ne fera plus furpris, fï 
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les forces, dont elles s’attirent mutuellement, ne fe trouvent pas 
exactement réciproquement proportionnelles au* quarrés de leurs di- 
ftances. Et 'même la force du Soleil ne fuivra pas exactement cette 
loi, vfi qvie, ni fa figure'eft probablement tout à fait fpherique, n: la 
matière, dont il eft compofé, homogène. Voilà donc une raifort 
allez forte, pourquoi il fera permis de croire que- la force, dont les 
Planètes font poufices vers Je Soleil, ne fe régie pas parfaitement fur 
la raifon renverfée des quarrés des diftunces: & cette loi fera encore 
moins certaine, quand il s’agit des forces , dont les Planètes s’attirent 
mutuellement, 

ÏX, Or nous allons découvrir encore une autre irrégularité 
dans la force dont une Planece eft poufiëe vers le Soleil. Une Pla- 
nète n’eft pas attirée vers le Soleil, qu’entant que chaque particule y 
eft poulTèe par la gravitation. Donc pour connoitre la force entière, 
qui agit fur la Planete, & par laquelle fon mouvement eft dérangé; 
il faut déterminer la moienne direction de toutes les forces, dont les 
particules de la Planète feront fo.llicicécs vers le Soleil, & de les ré- 
duire à une feule force félon ta même direction. Or on trouvera, 
que fi la figure de la Planète n’eft ni fpherique , ni fa matière homo- 
gène, cette moicnnc direction ne pafiêraplus par le centre de gravité, 
iS^que la force totale ne fera non plus proportionnelle aux quarrés de 
la diftance réciproquement; quand même la force du Soleil fur chaque 
particule de la Planete fuivroit cette loi. Par cette raifon il fera fort 
vrai fem b la bloque, ni les orbites des Planètes ne font des ellipfes parfaites, 
ni que leur mouvement le régie exactement fur les loix de Kepler, 
quand meme on feroit abftractïon des forces, dont les Planctes agis- 
fent les unes fur les autres. 

X. L’autre circonftance, ou la direction de la force moienne, 
dont une Planete eft poufiee vers le Soleil, doit encore produire un 
citer, que les obfervations fcmblent vérifier aficz clairement: car une 
telle force tend à imprimer à la Piancre un mouvement de rotation, 
ou, fi elle en a un déjà, à le déranger, en altérant Taxe delà rotation: 
ix en effet il n’y a presque aucun doute , que la nutation de l'axe de la 
Terre ne provienne de ce que la moienne direction, dont la 
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Terre eft follïcitée tant vers le Soleil, que vers la Lune, ne* patte point 
par fbn centre de gravité. Mais, quand meme cette force feroic par- 
faitement connue , il faudroit pourtant demeurer là, en fe conten- 
tant de voir fon effet en gros. Car les principes de la Mechanique font 
encore entièrement inconnus, dont on a befoin pour déterminer 
l’effet d’une force, dont la direction ne pafic pas par le centre de gra- 
vite du corps qui en eft pouffe: furtout quand cette force tend à in- 
cliner l’axe, autour duquel le corps a déjà un mouvement de rotation, 
XI. Ce font les raifons tirées de la théorie pour prouver, que 
les forces, dont les Planètes, ou font tirées vers le Soleil, ou s’attirent 
mutuellement, ne fuivent pas exactement la raifon réciproque des 
quarrés des diftances. Le parfait accord, qu’on remarque d’ailleurs 
entre cette théorie & les obfervations, ne contribue pas peu à con- 
firmer cette conclufion; mais m’étant appliqué depuis longtems 
avec tout le foin posfible à approfondir les inégalités dans le 
mouvement de laLune, j’ai été encore davantage fortifié dans ce fen- 
timent. Car d’abord ayant fuppofé, que les forces tant de la'Terre 
que du Soleil, qui agitfênt fur la Lune, font parfaitement propor- 
tionellcs réciproquement aux quarrés des diftances, j’ai trouvé tou- 
jours le mouvement de l’apogée presque deux fois plus lent, que les ob- 
servations le marquent ; & quoique plufieurs petits termes , que j’ai été 
obligé de négliger dans le calcul , puiflènt accélérer le mouvement de 
l’apogée, j’ai pourtant bien vu apres plufieurs recherches, qu’ils ne ' 
{àuroient de beaucoup prés fuppléer à ce deffaut, ik qu’il faut abfo- 
1 u ment , que les forces, dont la Lune eft actuellement follicitce 
foientun peu differentes de celles, quej’avois fiippofees; car la moindre 
différence dans les forces follicitantes en produit une très confide- 
rable dans Je mouvement de l’apogée. J’ai remarqué ausfi une petite 
différence entre le mouvement de la ligne des nœuds, que le calcul 
donne, & celui que les obfervations ont donné à connoitre, qui 
vient fans doute de la même fource. 

XI 1. Conn oifT;mt la quantité de la pefanteur à la furface de 
Ja Terre, j’en ai conclu la force ahfoiue, qui doit agir fur la Lune, en 
fuppofant qu’elle décroit en raifon doublée des diflanccs. De 


cette 


tfs 9 ) Sjî 

cette force comparée au tems périodique de la Lune , j’ai déduit la di- 
ftance moienne de la Lune à la Terre, & enfuite fa parallaxe horizon- 
tale à cette même diftance. Mais cette parallaxe s’eft trouvée un 
peu trop petite, de forte que la Lune eft moins éloignée de nous, 
que fuivant la théorie, & partant la force, dont la Lune cftpouflee 
vers la Terre, plus petite, que j’avois fuppofé. Ht cette différence 
doit être encore plus confiderable, parce que je n’avois pas ajouté à 
la pefanteur naturelle ce qui en vertu de la force centrifuge en eft 
retranché, de force que fi j’avois fait cette addition néccffaireja force 
feroic devenue encore plus grande, & par conféquent ausfi la diftance 
moienne. 

XIII. Outre cela, après avoir bien feparé les inégalités dans le 
mouvement de la Lune, qui proviennent uniquement de la force 
de la Terre, des autres qui dépendent ausfi delà force du Soleil ; ces 
inégalités devraient être parfaitement conformes aux règles de Kepler. 
Mais ayant examiné un grand nombre d’obfer varions, j’ai remarqué, 
qu’il y faut abfolument faire quelque changement, <k que les équa- 
tions, qui dépendent , ‘uniquement de l’excentricité <S: de l’anomalie 
moienne, ne peuvent être calculées félon les règles ordinaires. 
Toutes ces raifons jointes enfemble paroiflent donc prouver invin- 
ciblement, que les forces centripètes qu’on conçoit dans leCitl, ne 
fui vent pas exactement la loi établie par Neuton. Quelques recher- 
ches que j’ai faites fur le mouvement de Saturne, entant qu’il doit 
être trouble par la force de Jupiter, m’ont encore davantage con- 
firmé dans ce fentiment; & je ne doute pas, que l’on ne trouvera U 
même chofe, fi l’on fe donnera la peine d’examiner plus foigneufe- 
ment le mouvement des autres Planètes. 

XIV. La théorie de l’Aftronomie eft donc encore beaucoup 
plus éloignée du degré de perfection , auquel on pourrait penlèr, 
qu’elle foit déjà portée. Car fi les forces, dont le Soleil agit fur les 
Planètes, & celles-cy les unes fur les autres, croient exaéfement en 
raifon renverfée des quarrés des diftances, elles feraient connues, & 
par conféquent la perfcéfion de la théorie dépendrait de la folution 
de ce problème: Que les forces , dont une Planète efl follicitée , étant 
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tdnnu'is y en détermine le mouvement de cette Plumte. Ce pro- 
blème tout difficile q.u’ii pu i fie être, appartient nennemoins à la Mo 
antique purey& on pourrok etpere;*, qu’à l’aide de quelques nouvelles 
déc ou ver tes dans l-’Analyfe, ou faurok enfin, parvenir à fa fol ut ion. 
Maiscomme la loï même des forces, dont les Planètes font ibllicitécs, 
In’eft pas encore parfaitement connue, ce n’eft plus une affaire de l\A- 
nalyfe feiîlc r & il en faut bien davantage pour travailler à la perfe- 
ction de l’Aftronomic théorique. Et il (omble méinc, qu'il n’y ait 
d’autre chemin fie parvenir à ce but, que de s’imaginer philîcurs 
nouvelles hypothefes fur la toi des forces, & après y avoir appliqué le 
calcul, de chercher, combien chacune s’écarte des obfcrvat ions, afin 
que d’un grand nombre d'erreurs, on pu il Ve enfin conchirre la vérité. 
Mais on conviendra uifement que pour cet effet, il nous manque eiv- 
cote quantité de choies, tant de l’Aftronomie pratique que de l’Ana- 
lyfc } ik que Gms le fccours de pluficurs nouvelles découvertes de 
l’une is. l’autre fcicnce, on ne fe puifle point flatter de faire de grands 
progrès. 

XV. Je n’ai encore rien parlé de la reftftence, que les Pla- 
nètes fouflrcnt félon route apparence, en pafliuit par l’etlier. Ce 
fluide, quelque fubtil qu’il puifle être, ne fliuroit manquer d’oppofer 
quelque rcfiftence au mouvement des Planètes ; êz je crois avoir déjà 
prouvé allez évidemment l’effiet de cette réliftcnce lur le mouvement 
de la terre. De là il s’enfuir, comme j’ai démontré ailleurs, que les 
tems périodiques des Planètes ib nt fuiets à une diminution conti- 
nuelle, & que leurs diftances moïennes deviennent inlenfiblement 
plus petites. Cette circonftance rend la détermination des tems pé- 
riodiques extrêmement difficile; puisqu'il n’eft plus permis de com- 
parer les ob fer valons modernes avec les anciennes, pour en cou- 
elurrc le tems d'une révolution, fans avoir égard à la diminution 
mcinc , qui peut avoir été caufce dans cet intervalle de tems. Ce- 
pendant parce que j’ai fait voir, que la pofiuon des apfides 11e fo of- 
fre aucun changement de cette réfiftenee , & que l'excentricité n'en 
eft presque point aiterèe : fs recherche des forces, dont j.e viens de 
parler, ne fera pas beaucoup arretée de ce coté là. Enfin, quelque loi 
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que ees forets pniflent fuivre, elle différera fi peu de l;i mi fou mverfs 
doublée des diftances, que dans Je calcul on polira (luis faute regar- 
der cette aberration comme infiniment petite, ce qui pourra beau- 
coup contribuer à vaincre les autre.*: obïîaclcs. 

XVT Les fcconrs, que la Mécanique & J’Analyfe doit fournil* 
pour travaillera la- recherche du vrai mouvement des Plan êtes, feront 
donc d’une autre nature, que fi la loi des forces qui agiftent fiir les 
Planètes, etoit connue : tk on aura befoin de problèmes plus genéra- 
lemun: conçus. Car, au lieu qu’auparavant on fe pouvoir attacher 
uniquement à la raifon inverfe doublée des cîiftanccs, on doit main- 
tenant tacher de refondre ces memes problèmes plus générale- 
ment, en fiippofant Ja loi des forces quelconque. Dans cette vue j’ai 
l’honneur de propofer les problèmes fuivans, où je chercherai de 
déterminer le mouvement d’une Planece, foie qu’elle foit fbllicitée 
par une feule force dirigée vers un point fixe, ou par pîuficurs félon 
des directions quelconques. Je rapporterai ces mouvemens tou- 
jours, comme on cft accoutumé de le faire dans l’Aftronomic, à un 
point fixe, comme au centre du Soleil, fi Ja queilion roule fur ime Pla- 
nète principale, ou s’il s’agit d’un Satellite, au centre fie la Plane te 
principale. Car quoique, ni le Soleil, ni aucune des Planctes ne foit 
en repos, on fait qu’on les peut toujours regarder dans un tel état, 
pourvu qu’on transporte, tant le mouvement; que les forces, dont ce 
mouvement eft troublé, dans un fens contraire fur les corps, dont 
on veut rechercher le mouvement. Car on ne demande pas dans 
l’Afironomie^ant le vrai mouvement des corps celeftcs, que le mou- 
vement apparent, tel qu’il pnroirroir à un fpecîateur placé dans un 
certain endroit, foit qu’il foit fixe, ou mobile. 

XVH. Pour réfoudre ces problèmes, je me fervirai d’une mé- 
thode un peu differente de celle dont d’autres fe font fervi , qui ont 
écrit fur cette matière. D'abord, on a taché de déterminer la vérita- 
ble viteife du corps, dont on cherehoitle mouvement pour chaque 
moment ; ik. de cette vitefîê comparée à Pefpacc parcouru on a con- 
clu le lieu où il doit paroirve à chaque inftant. Pour éviter cette 
opération aiïez embarrafîante , & comme il n’eft jamais queftion dans 
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l’Aftronomie de la vitefle véritable des corps celcftes , j’ai trouvé 
moyen de parvenir d’abord à une équation , entre le tems écoulé 
& le lieu apparent de la Planete, ce qui ne manque pas d’abréger très 
confidcrablcmcnt cette recherche. Enfuite, comme presque tout ce 
qu’on defire la dcfîus, roule fur des angles, je crois que la manière 
dont je me fer virai d’introduire dans le calcul ces angles memes, au 
lieu de leurs fi nu s & cofin us, contribuera beaucoup à abréger le cal- 
cul, & à en tirer plus aifément les conclufions, qu’on a uniquement 
en vuë dans l’Afironomic. Enfin, fuivant ma méthode, je ne fuis pas 
obligé d’avoir égard à la courbure de la ligne, que le corps décrit, 
& par ce moyen j’evite quantité de recherches pénibles , lurtout 
quand le mouvement du corps ne fe fait point dans le même plan. 
Ce grand avantage eft renfermé dans le Lemmc fuivant, que je ferai 
précéder aux problèmes, que je me fuis propofë de -développer dans 
la fuite de ce mémoire. 

L e M M E; 

r>i- J. XVIII. Si un Corps en M efi foüicite par des forces quelconques, 

déterminer le changement infamant, que ces forces praduifent dans le 
mouvement du Corps. 


Solution. 

Qu’on rapporte le mouvement de ce Corps à un plan quelcon- 
que fixe CPQ, auquel on baillé duCorpsMla perpendicuIaircM 
Et ayant pris à volonté fur le Plan CPQ une droite CP pour l'axe, 
qu’on y tire du point QJa perpendiculaire QP ; de forte qu’à cha- 
que infiant la pofition du Corps Mfoit déterminée par les trois coor- 
données orthogonales CP, PQ&PM, qui foient nommées: 

CP ” #,• PQ — y i & QJVT ” z. 

Soit enfuite t le tems , pendant lequel le Corps foit parvenu en M 
depuis un certain commencement fixé ; & quelques que foyent les for- 
ces, qui agilfent fur le Corps M , on les pourra toujours réduire à ces 
trois directions confiantes Mae, Mj» & Mz. normales entr’elles, & 
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parallèles refpeéHvement aux direflions des trois coordonnées C P, 
PQ.& QM. Que ces forces abfolues ou motrices foient 
M* = X; My z= Y & M: z= Z. 

& pofant la malle du Corps = M, ces memes forces accélératri- 
ces feront: 


M* = 


X 
M ’ 


My 


Y 

M 


& M z — 


Z 

M* 


Cela posé, prenant l’element du tems dt pour confiant , le change- 
ment infiantané du mouvement du Corps fera exprimé par ces trois 
équations : ' 

- 2 ddx X .. sddy Y ... 2ddz Z 

L ~dt~ ~ M* u *7/~ — M’ u : Tt~ — M 

d’où l’on pourra tirer pour chaque tems écoulé t les valeurs 
.y, y , z y & par confe'qucnt l’endroit où le Corps fe trouvera. 
C. Q^F. T, 


C O R O t L I. 

XIX, La vitefle du Corps fuivant la dire&ion M x fera rzr 

dx dy dz 

) fuivant m: -j- & celle fuivant Ma j-*, &ce!aenforte 

, . dx 2 dy * dz 2 

que les quarres de ces formules fa voir ; —-- t j expriment 

les hauteurs memes, qui conviennent à ces viteffes. Et c’efi àcaufit 
de ce rapport» que les formules difîèrentio- différentielles font mul- 
tipliées par le nombre 2, 

C o R 0 L L, 2. 

XX. Si les forces X» Y, Z, qui agiflènt far le Corps M, eva- 
nouïflènt, on aura ces équations : 

I. ddx zz o\ II. âdy :zr 0} & III. dd% “ 0. 
qui étant intégrées à caufe de dt confiant, donnent 


* 


F‘£. 



Ï04 SR 


J àx 

l 'Tt ~ 


//. ÿ = 

dt 


& m. ^ 

dt 


6c prenant encore les intégrales on aura : 

l. x — at —J— a; II. y — ht —J— £; & III. z 


“ et 


D’où l’on volt que la vitefle de 'ce Corps fera confiante , & que la 
ligne, fuivanr laquelle le Corps fe meut, fera droite ; tout comme la 
première loi de la Mécanique l’exige. 


C 0 r 0 L L. 3, 

XXI. Les formules données pour l’accélération du Corps fe 
rapporrent à la direction des forces, que la figure repréfente, où cha- 
que force tend à accélérer le Corps fuiv.ant la direéfion de la coor- 
donnée, qui y répond. De là il eft évident, que fi une de ces trois 
forces agiffoit dans un fens contraire, ou n’auroit qu’à la rraiter dans 
le calcul comme étant négative. 


S C H O U E. 

XXII. Le fondement de ce lemme n’eft autre chofe que le 
principe connu de la Mécanique du — pdt y où p marque la puîlfim- 

cc accélératrice, & u la vite fie ; car ayant u ~ . “ fi à s eft J’element 

ddx ââs 

de l’efpace parcouru, on aura du -jj & partant — p. Mais 

il faut encore quelques réflexions pour voir, que ce principe s'étend 
également à chaque mouvement partial, où l’on réduit en penfée le 
mouvemcnu'éeI;&outrece!a, cc lemme renfermeen même rems tous 
les principes, dont on fc fert communément pour déterminer les 
mouvemens curvilignes. 

Problème i. 

XXIII, Un Corps M étant c enflamment pouffé vers un point fixe 
C avec une force quelconque , déterminer fon mouvement. 


S O LL** 


Solution. 

Comme Je mouvement de ce Corps fe fera -dans un plan, qui 
pafle par le point C, ce plan foie rcpréièncépar le plan de la planche, 
dans lequel on prenne à piaifir une ligne fixe CA pour Axe. Que le 
Corps air commencé fon mouvement du point A, & après un teins 
écoulé ~ r, il foie parvenu "en M, d’où 3yanc ciré la droite .MC 
Sifiir-CA la perpendiculaire MP., fait : CP— x; PM zz y & CM 
“ V [x x -f- y y) “ r, & que la force accélératrice, dont le 
Corps en M -efl fo'iiicité vers -C félon M C, foit nommée zm V-t 
qui étant dccompofée luivant les directions MP, M Q, donnera 

x 

pour l,i direction M V parallèle à Paxc C A la force Mx zz: — . V,& 


pour h-dircéfion MP la force M y = V. .Donc prenant l’éle- 


mctic du tems dt pour confiant, on aura en-vertu du Lemme pré- 
cédent 


zddx 



ou bien : 


■ddx 


x 


i SJ,' & r Sii- 


— I V dt' 


Mais les quantités x & y n’étant pas allez propres pour l’ufige de PA- 
flronomie, introduirons en leur piace l^Hgîc ACM, qui l'oit — ty 
& q U i marque la diflance, où la Planete paroitra depuis un point 
fixe au c'ie'l A, étant vue du point C. Ayant donc : 
l’aivde ACM rz <P, la diftance C M zz r } la force Centripète en Al 
= V, & le teins, que le Corps a mis pour décrire J’anglcACM» 
— r, & luppoiam le fimis total ~ i, on aura 
.v — r co.f î> ; Si y zz r fin ©. 
d’où l’on tirera par la différentiation : 

dx zz dv cof-<P - râ<§ fin fpj dy zz âr fin <£> -4-r coflp 


& encore : 

A fer/i fret dt l' J es. J mit Tr.m. III. 


âdx 


O 


ddx " ddr cof $ -~rdrdp fin 0 — rddp fin — rdp 2 coCP 
àdy zz ddr fin'<P -+*■ a /r'd<p'cüf<P -f— rddp cof <P~ ■ rdP 1 fin <P 
Ces valeutjécam lafcftituées donneront •; 

t t 

- — - zz ddr —zdrd (p tang <p — rddp tan g p — rd<p- zz — £■ V dt 2 

J? 

“ ^r-f-î^iApcot(p-|— rddfy cot(p — rdP z zz — { V dt " 1 

y 

Otons Tune de ccs équations de Tautre r & nous aurons: 

[zdrdp rddtpy (cangfp H— coc (p) zzo 
ou bien zdrdP — |— rddÿ zz o 

Multiplions la première par coc <p & la fécondé par rang <p } & nous 
aurons en les ajoutant enfemble : 

{ddr-rd( p 2 ) (cot <P -f-tang (p) zz - | W/ 8 (cot <p -\- tangfp) 
cru bien ddr — rd( p r zz — ■£ V dt 2 . 

De force que n’ayanrplus dans le calcul, ni le finus, nllc cofînus de 
l’angle <P, le mouvement du Corps propofe fera exprimé parles deux 
équations fui vantes : 

I. idrdP —f- rdd( p ZZ o 
Il ddr - rdP 8 ZZ — § V dt*. 

dont la première étant multipliée par r aura d’abord pour Intégrale. 
rr dp ZZ A dt 
Adt 

8c partant dÇ zz ? laquelle valeur étant fùbftituée dans Tautre 


«quation donnera : 

, . A Ad/ 1 

ddr — 


,.3 


- i Vdt* 


Cc!ie-cy étant multipliée pzrzdrik intégrée donnera 

dr i — f— * ZZ Bdt z — d$ 2 Ç V d r 

r r 


d'où Ton tirera : 


dt zz 


*' = V (Brr'-ÀA— rrJVjT) & 

A âr 

• “ rV(Brr - AA -rrfVdr)' 

Donc, û la .force. centrale V dépend . uniquement de la -diftanee CM 

— r, on -pourra pour -chaque diftance.r déterminer tant le tems/ 
que l’angle ACM (pi & partent réciproquement .on fera. en état 
à chaque teins r d’nsfigner t3nt l’angle ACM =; <p, que la dilhincé 
CM r t. Car foie fV dr r= R, tk. R fera une fbnétion de r ; & le 
mouv.ement d u Co rps fera exprimé parles deux équations : 

« j rdr .. Adr. 

1,1 “ V CB r r ~ A A - r r K )‘ ^ .rV(Ë rr-AA-rr K) 
^ C. Q. F. X. 

C 0 R :0 1 t. I. 

XXIV. L’équarion -trouvée par la première -intégration rrd$ 

— AJ/ montre dTabord la delcrîption unifonne des aires autonrdu 
point fixe C. Car pofant faire A CM — S, -on aura is — \rrdp t 
& partant d% ~ f Là >, dîoù l’on ti.ee S ~i A / ; ce qui donne à con- 
naître, que -l’aire A CM — S .& .toujours proportion elle au tems t t 
dans lequel elle jeft décrite. 

C O R 0 L L. 2. 

XXV. Le Corps fera le plus -ou le moins éloigné du .point C, 
où laPlanete le trouvera dansfbn aphélie, ou dans fon periheiie, tou- 

dr . 

tes les fois que -j- fera — o ; ce qui arrive quand Iï rr ■ — A A — 

rrR m o \ Donc les racines réelles de cette équation donneront, 
ou la plus grande, ou la plus petite diftance de la Planète au Soleil. 

S c h o L I E. 

XXVI. Pour avoir une idée précife du rems que la Plancre 
met à parcourir un efpace quelconque de fon orbite, elle feroit tirée 

O z de 


de trop loin) fi l’on vouloit la comparer avec les mouvemens, qui 
font caufés par la pefanteur naturelle fur la furface de la terré : car 
alors on devroit connôitre 1er vrai rapport, que tient la force cen- 
trale V à la gravité, & encore la diftance r eh pieds, ce 'quiferoic 
pour la plupart imposable. On fera donc mieux de comparer les 
rriouvemens des Corps eeléftes avec le mouvement de la Terre autour 
du Soleil ; en fuppofant même que la Terre décrive à (a diftance 
inoienne un cerde parfait avec un mouvement uniforme; & alors on 
n’aura qu’à connôitre les rapports des forces ceieftcs à la foree,- 
dont ,1a Terre eft poulfée au Soleil , & des diftances- a la diftance 
moienne de la terre au Soleil. Soit donc la diftance moïenne de la 
terre au Soleil zz a\ la force accélératrice donc la Terre eft follicitée 
vers le Soleil zz TT, & fuppôforts que la Terre décrive autour du So- 
leil un angle ~ » dans le teins/. Dans ce cas nous aurons c^jjjîc 
V z iT;rzz/ï;&(pzza’; & puisque l’angle a> eft proportion- 
nel au tems /,1e différentiel Parfera pareillement confiant, âcddù>~o* 
Or la fécondé équation d dr — rd<p z ~ — § V dt 3 (échan- 
gera en cette forme ; — a d& % “ — n dt-, d’où nous tirons 

ad w 1 

C’eft pourquoi (î nous mettons -jj — à la place de | dt* f nous in- 
troduirons au lieu du tems t l’angle *, & par ce moien nous connoi- 
trons, de combien' une Planete quelconque avance, pendant que la 
Terredèerit félon fou mouvement moyen l’angle ®; mefure qui fem- 
ble la plus convenable pour J’ufage de i’Àftronotnie. Pour cet effet, 
on doit exprimer la diftance r parla diftance a , & on n’aura qu’à 
chercher le rapport de la foree V à la- force TT, qu’on peut regarder 
comme connue. Car de quelque maniéré que dépendent les forces 
ccleftes des diftanees, on pourra toujours déterminer le rapport en- 
tre TT ik V, en lâchant le rapport entre les diftanees a & r. 


COROIX. 


C 0 R 0 L L, J. 

XXVII. Si l’exprcsfion de la force V efl une fonflion quelcon- 
que de ladiftance R, il peut arriver, que- l’orbite du corps A M luit un 
cercle ayant fon centredans Je point C, &,le mouvement fera uni- 


forme. Car pofanc la diftancc r confiante, Icraport^j- fera audî 

confiant, de meme que la force V. Et partant la féconde équation 

{j V /? W* 

differentio-- différentielle donnera rdty 2 — £ Vdf 2 — — ^ & 


par 


conféquent 


W = y *V 

</w r TJ. 


COROLL 4, 


XXVIII.- Dans ce cas donc le mouvement angulaire du Corps 
M autour de C fera au mouvement angulaire de la Terre autour du 
V, TT 

Soleil comme V — à y — . Or dans Je mouvemens uniforme, Jes tems- 
r a 

périodiques étant réciproquement comme les mouvement angulaires, 
le tems périodique du corps ,M autour du centre C fera au tems pe- 

- r a 

riodique de la Terre autour du Soleil comme y 'ÿü* / |ï'. 


Coroll. y. 

XXIX. Donc, fi plufieurs corps fe meuvent chacun dans tur 
cercle autour d’un point fixe fi tué dans fon centre, leurs tems pé- 
riodiques feront entr’eux en rai fon compotee fousdoublée de la' rai - 
fon direéte des rayons, & de la rai fon inverfe des forces centrales* 

S c h O L 1 E. 

XXX. Comme il n’efl pas à propos, qu’on exprime le tems r 
& l’angle <P par la diflance r, on doit tacher de chercher ia dillance r 
exprimée par Je tems /, & alors on déterminera l’angle pareillement 

O j par 


3Î0 flg 

par le tems t àil'aidede l’équation d$ Pour cet effet il con- 

viendra de dévdoper le cas, où la force V eft exaélement en raifon 
inverfe du quarré de h diüancc, ce qui nous fournira des fecours 
pour appliquer Ie.calcul.aux.cas, où cette loi n'-eft obfervéc qu’à peu 
prés. 

PROBLEME. 2 , 

XXXI. La force , dont le Corps M ejl pouffe vers le point fixe C, 
étant réciproquement proport tonelle au quarré de la difiance CM; dé- 
terminer le mottvemem.de .ce corps. 


:S 0:L.U T I o .N. 


Ayant nommé la.drftance C M — r., la force fera comme 



la force dont la Terre cil pouflee vers le Soleil .à la di fiance ~a, 
étant pofoe — IT, fi Cetoit.le centre du Soleil, & que la force fut ré- 
ciproquement proportionnelle .aux quarrés des diftanees, on auroit 


V — — TT; mais en .cas-qne la force abfoluc du point C fut ou plus 
grande,. ou .plus petite, que celle du .Soleil, .nous mettrons-. 


_ r aaa 

V = — rr 

.rr 


de forte qu’introduiCmt au 'lieuse idt 2 le mouvement moïen de la 
ad w 2 


Terre 


n 


nous ayons: 


aa 


iV dt 2 ~ d w 2 

2 % 


Par confisquent nommant comme ci - deffus -l’angle A C M — nous 
aurons ees deux équations: 

I. 2 d r d r d d<P" O 


II. 


i ri 


m 


ïï. d d r — r d <p 2 — — — d w 2 

r y 

delà première desquelles nous tirerons: 

r r d <p zz € a a d w 

ë ë il ^ d £* * 

puisque Pelemcnc d œ efl confiant: &i caufede rd$ * — , 

ia fécondé équation fe changera en 

, ëëa*' dtui 2 ua 3 dû) 2 

àdr r 1 —O 

r 3 r y 

qui étant multipliée pars rfraura pour intégrale 

, . a , €£a* d w 2 2aa s d w B , 

d r a -j ZZ y fi A dû) 2 

V Y Y 

d’où nous obtiendrons: 

y d r 


d û) ~ 


aV (yrr -f- Z a a r — ëë a « ) 

Donc a 5n que le mouvement foie réel, il faut que yr r — f- 2 o; a r — 
fi fi <i o où bien que 

— 2 a , /S/3 - 2 aar -4- BS fia —J- y#* 

rr> /îæ; ou rr” 

y y y 

par confequent il y aura:' 
r - -i-y 

ry ' yy * ry * JJ J 

^"marquant une quantité affirmative quelconque.. Nous aurons 
donc ou 


~aa~~\—aV (aa,~4-fifiy) —aa — aV(aa 

^ rrjj_ QUr ^ 


fi fi y) 


7 " y 

de là on voit, que y doit ctre une quantité négative. Pofons donc 

— y au lieu de y & nous aurons les limites de la diftance rr 

aa — aŸQaa — fifiy) aa~\~aYC a * “ J3jffy) 

y^. . r <■ 

y y 

& la 


a ii 


r '■‘'U _ 

& la di fhnce moicnnc fera r Ceft pourquoi fuppofons rz ~ 


— -u/ï j: & la formule trouvée pour d ta fc changera en 

y 

aa/33 y y : s _ _ , 

Puisque// < -ÿ- 7 0U J^(3^.< l! P renant 1 P our Ie 

finus total , nous pourrons égaler g g à un finus ou 

cofinus d’un ccrtian angle. Soie cet angle n v y & pofons f — 

V («a— ’] 3 j 3 y) „ . a« , , y ( a a — '/S f? y) 

— - — cofy, pour avoir r = — — t~û,y 

cof v 5c 

cl /} v — f- d v cofv. V (a a — (3 & y) 

d W V7 — • 

y V y 

au+/«r. V (aa— 8(iy^ 

& .partant w — yy + Conft. 

Pour éviter les expresfions trop cmbnrraflantes des quantités confiantes 

„ _ cl a a Y ( a a — (3 (3 y) 
arbitraires, faifons y — c et y r.fi, pour avoir 

r i* z' ^ 

! . Pour 


ï — r(i+/t cof v"). 5c on ol tiendra w “ - — ' ^ tlLl d i . 

' — * a Y y 

rendre cette expresfion encore plus fimple, au lieu de l’angle* intro- 

„ , aY y __ c 

dtlifons un autre Ç de forte quc£ = — — w ; ou w — yy. f; ou 

a* __ jæ.. j. i 2 — — f3 ^ C 2 o, 

pareeque 7 — on . aura w — y a a ‘ > a 3 : ^ 

Pelcnr.ent <^£fcra egalement confiant; Par conféquenc comme les 
équations differeutio - différentielles auront cette forme; 

A* 


il 3" 


I. idrdp-^-rddpzz O 

ï o d 5 * 

II. d dr — r d $ 2 — “ o 

/ r 

les valeurs intégrales fc trouver ont en forte, Premièrement qu’on 
cherche un augle v tel que 

2 — v —l— k fi. y, ou d% “ d v ( i H— k cofv) 


b c 

& alors on aura r ”,r (j-H- k ,coff),& a.caufe de r-r- — — V (ï,— f é) 

f y a 


.on trouvera 


rri$ — c cJfVCi - jS *) 6r rflp =: 


( I -f-^cofv) 


ou bien d (p “ — r~ : lesquelles, .formules renferment 


l — f— .k col v 

U plus fimple manière de déterminer le mouvement du.CorpsMou 
du point C.jC. 'Q^P. T. 


C O R O L L. I. 

XXXII. Si la lettre k etoit = o, on aurait d$ — d v; r~e t 
& J <p — d v ; donc. 'dans ce cas le Corps décrira autour du centre C 
un cercle, & fou mouvement fera uniforme. 

COROLL I. 

X'XXIII. Gr fi la lettre £ n’eft pas ~o, la diftahceCM— rferi 
variable i &. fa plus grande diftance proviendra r= c { i + ^), & U 
plus petite r r= r (i - k), dont colle là répond à l’angle w=o, ît 
celle cy à l’angle u — îfïo 3 . Mais la difrance moyenne r~c répondra 
à l’angle v — ço° , ûut’ ~ zyo°. Or la lettre k e'tant proportionnelle ‘ 
ù la différence entre la dilhnee moyenne & la plus grande ou plus 
petite, fera l’excentricité de l’orbite. 


Mnno'iTU di l'Jcddernie T*tn. Il J. 


P 


CoiOLL. 


$ IÏ 4 



Cor.oll. g. 

XXXIV. L’angle^ ©cane proportionnel an tems , puisqu’il de:- 
tient = o, fi v zr o, prend fort commencement de Fendrait À, où 
la diftance eft la plus grande; par confequenc cet angle ,3 exprimera 
^anomalie moicnne de la plancte M. Et fi l’angle v devient ~ i8o° * 
l’anomalie moïenne^ fera aufii i8o> & alors la diftance M C fera la 
plus petite. 

CoROLL 4 . 

XXXV. Comme l’anomalie moyenne^ eft proportionnelle au 
tems écoulé, depuis que la Planete a pafle par fon aphélie A, l’angle 
2 fera connu 1 ; & de là on trouvera l’angle v par le moicn de cetté 
équation v-¥ k fi u, dont le calcul ne fera pas difficile, fi l’on fait 
fe fervir des approximations. Or ayant trouvé l’angle v 1 on aur» 
d’abord la diftance CM=r - é cofv)? ou plutôt fon rap- 

port à la diftance moïenne c r 


COROLL. 5. 


XXXVI. Or pour trouver l’angle ACM=<p r que le Corps 
a actuellement décrit depuis un lieu fixe A, on doit confidercr I’équa- 
à v 1/ Tl k 

tïon â (£) — —7 — ç— -,dont l’intcgrale fe trouvera cof(<p- A) 

I -*J~ k COl 3 


k -f- cof v 
1 — 1-fcolV 


D’où il s’enfuit, que fi v zn o, il y a cof (£ — A) 


— t ik partant Ç> =r A. Mais fi v — 18c pour le perihelie, on 
aura cof($>— A) — — i, ou^irrA-h igo 0 . d’où l’on voit que le 
perihelie eft éloigné de igc 0 de l’aphelie. 


SCHOtlE. 

XXXVIÎ. Si l’excentricité k eft fort petite, il fera plus com- 

d vV (1 — h k) 

mode de chercher l’intégrale de 1 P ar * e m °y e11 des 


ferles; en faifanc 

1 

ï+f cofv 


— ; — -, — p- “ I — k C0ft> -\-k 2 cofy 8 — P C0ft>* -f- h 4 COÇv 4 — 
I-4-fC0fu 

h s cofy s — f- &C. 

Mais pour éviter les puiflànoes du cof v , il fera convenable pour 
Pillage de PAftronomie, de les convertir en connus des angles 
multiples dt v fuivant ces formules. 

cofy — cof v 

cof y 8 . . y ■ "| “ y Cof 2 v 

cofu 3 — l cof v — }- £ cof 3 v 

coTy* v “ 4 “ £ cof i v — {— J cof 4 v 

cof v * — { % cof y -+- tV cof 3 v -f- t T 7 cof y v 

cofy ff = -j ■“ -f- H cof 2 v — }- -jV cof 4 v — }- -fi cof 6 v 

& c. 

& de là on tirera cette équation 

1 * — i—l’cofv — (— \ k 1 C 0 C 2 v — 1 P cof^y -f-T côf4» 

1 — i— vt col v 

_K*.j hh-lk 3 -+-£** -4-Vtc^ 6 

*4“ jy &C. 

Puisque le coefficient de chaque terme efl une fèrie infinie, pofons 
pour abréger 

- — A —B cofy -f-C cof 2 v — D cof3 v -f- E cof4 v— &c. 

1 k cof V 

& on verra d’abord que 

A— “f-fy !-&c. — ÿ^-kPÇ 

mais pour trouver les autres coefficients, multiplions de parc 
& d’autre par I -h f cof y, & puisque cof y. cof* v — % cof 
j s „i)i; _j- £ cof (#-fi)v nous aurons ; 

P x 


i=A 


* — A — BcoCv -f- Ccofiu— D cufju-}- Ecof4*— Fcof$v-f- Sic. 


-ifl*- f*Af — f B* 

■iCk-ÏÜk 


-+-£C* 


iEi 


■* GkSzc. 


H“ i E k 

& partant il en réfultera. 

ü_2(A-ï); r.^_2(B-A^); py 2 C — Bé t> _aD'-C^ 

B “ k c — k D — k ~i E — r 

i_ yYj — Y 

Donc pofant 1 -=/, on trouvera 


Hii — zi- a/cof v -4-2/cofz v — 2/ 3 cof^-f-a/t cof* P— &c. 
i-j-£coii> 

& prenant l’imegrale <p — , on aura 

^j— u- 5/ 3 fi '3 fi 4 » — ■!/■“ fijv-^rc, 

ou puisque v zz 3 — é/’u on aura 

(p~A+£-( 2 /+^K lu “i“ 3 .Zfi 2 v -t / 3 

COROLL, 6 . 

XXXVm. La première partie de cette expresITon A + £ re- 
prefente la longitude moyenne de la Planete dans Ion orbite , & elle 
jnontreroit Ton vrai lieu, fi l'excentricité X- evanouïflbic; auquel cas 
ïa Planete décriroit un cercle d’un mouvement uniforme. Et puis- 
que Paccroiflcmcnt de la longitude moyenne eftegalà l’aecroiflcment 
de l’anomalie moyenne, e’cft un figne, que le point A > d’où l’on conte 
l’anomalie moyenne eft immobile; & partant ausfi la ligne desabfides. 


CoROLL. 7. 

XXXIX. Les autres termes de l’expresfion trouvée 
--( 2 j-\~ k ) < àv^ r \ff{\'2.v—%p fÎ3 fi4 v “f/ J fiîv+&C. 

comprennent l’inégalité (tu mouvement, on la différence entre la longi- 
tude moyen ne & la longitude vraie; ik qu’on nomme dans l’Aftronomie 
la Proftapberefe> ou l’equationelliptiquê. Cette équation donc confifte 
d’une infinité de parties, dont la première elt proportionnelle au finus 

de 


Ü 3 ïr/ 0b 

de l'angle' t>, la fécondé au finus du double de cet aiigle,’ la- troi*- 
fième au finusdu triple angle,. & airtfï de fuite.- 

Cor o-l l. & 

XL. Ofrpourvuquel’èxcctitricité k ne foit pas trop grande, les 
coefficients de ces termes décroifïent fi fubitemem, que trois ou 
quatre termes fiilHfent pour' la plus grande précifion , qu’on- peut 
fouhaiter dans I* Agronomie,- lit- c’cit pour cette raifort,- que cette 
maniéré de déterminer la valeur de l’angle <p, quoiqu’elle ren- 
ferme une ferie infinie , efl: préférable à la première (§. 36) , où l 'in- 
tégration a reusfi- parfaitement. 


CoROlL 9, 

XLT, Pour les valeurs de ces coëfficiens, fi k eft un nombre 
afTezpetit, puisque' 

V(i-<U)=i-i<*- — -Sic. 

' ' 2.4 2.4.6- 2.4. 6.8 

nous aurons 


/— \ k -h — k 3 -h ~~ * s “h 


x. 1 . 3 


2. 4 " 2. 4. 6 

& partant les coèificiens feront. 
Celui de 


t- i- 3- 5 
2. 4. 6. 8 


V 


&c. 


— fit» 

— )— fÏ2t) 

— Ü3v 
— fi 4 V 




Llp'4-Lti p 

4-6 4. 6. 8 


1-3- 5-7 


i-3 t , . 1-3-5 


*/=*** 4 _ 6i8 




4. 6.8. 10 


4 6 8.10 

&C. 


é p + &C. 


f/ 3 


T k 3 


•TT 


I-J3 

6.8 




1.3.5 




1 . 3 . 5-7 


+ / 32 ^ 


1 

32 


4.8. 10 4.6.10.12. 

7 é 3 
256 


f fi &C. 


P3 


CoROLL. 


ns ® 

Cor ou, io. 

XLII. Mais ayant déterminé, ou connu d'ailleurs la valeur d tf. 
on aura À zz — j — g., & par là il fera plus aifé de déterminer les 
cocfficicns de la formule 

<P “ A - (=/ 4 - *'J H + \ vf 2 H 2 y — \p H 3 y 4- î'p fi 4 y J- & c. 

où la loi de la progrcsfîon faute d’abord aux yeux. 

■COROLL. II. 


XLIIf. Toute cette recherche revient donc principalement à 
l’angle v, qu’on doit déduire de.I’anomalic -moyenne ,5 parle moyen 
de cette équation : P zz v + k fi v. D’où ayant déjà connu cet angle 
v à penprcs, on aura plus exactement v —p — y; qu’on mette 
alors cette nouvelle valeur de v dans le terme k fi v, & on trouver* 
encore une plus exaile pour-y; de forte qu’on. pourra par un calcul 
allez facile déterminer, pour chaque anomalie moyenne p, la vraie 
valeur de l’angle y, que je nomme l’anomalie excentrique. 


SCHOLIE, 


XLIV. Ayant amfi découvert la forme la plus commode des 
quantités intégrales, qui déterminent le mouvement d’un corps loi- 
-licite vers un centre en raifon réciproque des quarrés de ces diitan- 
ces 1 , on pourra cmploicr des formules fembliibles pour déterminer 
le mouvement, lorsque la force centripète cfl d’une autre nature, 
.pourvu quelle ne diffère que fort peu de cette loi: & que l'excentri- 
cité de l'orbite ne l'oit pas trop grande; ce qui fufîit tant pour les 
Planètes principales que pour les Satellites. 

PROBLEME 3* 

XLV. T.orsque la farce, dont le Corps M^/7 pou fié vers le point 
C c on fuit y ê comme fixe , n'efi qu'à peu prêt proportionnelle réciproque- 
ment 


£$S h 9 

mrtff tfryjt* quartes de [et dijlanees , trouver le mouvement de ce Corps 7 
Juppofc que fon orbite ne différé pas beaucoup d’un cercle. 

Solution-. 

Nommant comme cy-deflus la diftance C M = f, l’angle' 
ACM=?, la force M C = V; la diftance-- moyenne de- la Terre 
au Soleil "a, la force dont la Terre eft attirée au Soleil dans cetre 
diftance “ TT, & l’angle infiniment petit r= d », que la Terre 
décrit autour du Soleil félon fon mouvement moyen; & que nous 
introduirons au lieu de l’elemenc du tems d t, en le fuppofam con- 
fiant; nous aurons les deux équations füivantes:- 
I, 2 dr à <p‘ — | — r dd (p~ o 
aV 


IL ddr- r d Q* -h 


n 


d o) z 


Oi 


Maintenant, puisque la force V n’eft qu’à peu prés réciproquement! 

proportionnelle au quarre de la diftance r, fuppofons ^-zz:^^- 

H- R. la lettre R marquant' une fonélion quelconque de r t dont 
la loi de l'attraction s’écarte de la rai fon réciproque doublée des di- 
stances; & la fécondé équation deviendra: 

II. ddr - r d <p 2 -h ~~ -J- R dot 3 z:o. 


r r 


& l’integrale de la première fera : 

r r d O HZ n c c d w 

. , n c c àu> 

qui donne d<p zz: 


r r 


c , n «■ c 4 m 2 , 

& r d (p- ~ ; laquelle valeur 


*■3 


étant mife dans la fécondé équation donnera 
w « c 4 d w 3 . tn c 3 d w a 


ddr ■ 


— }*- R, d w 2 o. 


r j rr 

où éliminant la con fi de rat ion de 1 clement confiant dt» y nous n<~ 
prefenterons cette équation lbus cette forme. 

. d r 
(i. — 
ota 


â r #nc*d<û 

é, 7 ü>- 



rr 


■ 4 ■ R d ot . 3 


A prcfcnt pour faire ufage (les formules trouvées .oy-deffus 
potons 

â'.to “ a d v ( i «f- k cof v ) 

& puisque r c’aura plus ..exaéïement la former (jt k :Caf v) 
fuppafons ■. 

r~c{ I — f- k .cof v - 4 - / ■) 

•où s fera une quantité fort petite ; d’où nous aurons; 
dr — - ck d v fui v -4- c âs & partant 


p-d-~r 


kâv£\ v-hds 


-ctxfv fl-ré COfu)*j 


777 


fin 


jn 




^u(l-f-Æcoftj) ^ ; LfH-f C 0 fy- 4 -j) a (l-bfcofu-hr) 3 cj 

qui puisque s .cft une quantité fort petite,, fe -changera eu cette 
forme: 


»ZZd.~ 


kdvfiv -4- d s 


dv[i-\-& oofy) 


- 1_ a&dv 


m 


2CTJ (H-lcofr>) 


1 


I— f-feoiv (■!—{—/• cofy ) 2 c 

3 77 fis 


fl fl 


{■i- 4 “£ cofu ) 1 1 (r-f-^cofu ) 3 
Suppofons maintenant Peiemcnc dv conduit, & nous aurons en dif- 
fesentiant le premier membre, 

dds kdsdvfw kd v 2 cof.v — k z dv 2 

° i— f— f col y fi—t-^cofù)* . f i -f- ÆcoftO 2 . 


\amnnsdv 5 


2 a a 777 / d v 2 
(H-fcof V )' 1 

( i - 4 - k cof v ) 


aa mdv 2 .fLù.vndv x 


(i-t-f cofu) 3 i-f-f.cofu ,(i-4-Æ cofu)* 


ou multipliant par (i — | — Ttcofw)* : 

/(i-f- k cofi') ~\~kdsdvÇ\v~2BL9kmïdv z ~\~~-jç-Y^ç— 

as 


— f- — (h — uouy 

— kdv % cofu — k z dv* \q t am dv & 4 «« mkd v i cof v — a. tutndv* 
Maintenant 'tout -revient à la forme que la quantité R peut y voir ; où 
je ferai deux hypothefes. differentes. 


I, Hypotiie-se 


foit R 


-fi£ 

V V 


V+ I 


n 

« L 


de .forte que la fprçe centrale totale foit 

vie 1 

1 t 

)r rv J 


& £ caufe de r ~ r.(i-T- h cof v -ri— v) .nous aurons: 


f* f 


,R = 

& partant 
^■ L {ï «f- f coff ) 2 


(i -f- k ecfy -fi* O v 




|Ci Vf 


(l T k cofw) 


v -.3 


■O fi i: cofy) 


V — 2 


y Kl-vy* oiv+ïï (3“ v ) (2~v)fi , f-coCv--^ r èÇ3~ ÿ ) {2-0 (i-v ) P coh 1 r*- : 

Ce u 2 valeur fubftkuéc donnera; 

dt/'e , , . r . . f 1 /// ~ , ^aanns «mu»;; 

0 “ -—-fi (1 4 * f col y) + — r- u « — 2 « k m-j -f — — r - 

dv*^ ' dv I -f /i COlu fi-L^ 


(i -J- ^Cûfi-’j v ~ z 

— k cofy - (: fi -f a cl m -f a a w Æ cofy — a a « » 

t ao-p (-Î3-V) «afti'Cofv+ i (j-v) Çz-v) p.axi- cof-’ 3 4 fi(3“ ï ') f 2 “^) cof* 

Cette équation devroit évanouir en cas que fizrzo y 8 zr~o y 
c'eft pourquoi, puisque m cR une quand ré donnée , déterminons les 
confiantes a & n enfojte, qu 1 autant de termes, qui ne contiennent 
pas s évanoui fient, qu’il fe pourra. Pour cet effet réduifons ces 
termes de la fa 5011 fui vante: 

— k k \ ci a m — a an n -{- cl a fj, -!■ J. (3 — y) (2 — |fi p.a &. f; f: 

A/<waf7fJ «f l'i'Ct.tii.-'tKM Tcrr, [Jf. - — >( COf 



122 gp 


m X cofv + a dm X co Çv -f (3 - v)a a ju X co Çv + £ (3 - v) (2 - y) (1 - y) ft a 4 ;* 3 çof* 
*f -f: C3 “ v) (2 — v) (j. a a k k cof 2 v 
+ Vt (3 — v) (a — v } (i — v~) fia a X 3 cof 3 v 
& faifons cvanouïr les deux premières lignes; ce qui donnera: 
aos//ff ~aa«/— XX-faaj2-f-f(3 — v) (2 — y) fia a X X 


& a a ” 


w + (3 - 0 P + i (3 ~ *0 ( 2 -v) (l- v) fx kk 
par confequcnt 

#ff ZZ m(i_XX) +p- £ (3-0 O + ») pXX-| (3“ O (2-0 (l-v)M 4 
Ayant trouvé ces valeurs pour « & », la quantité / fera déterminée 
par cette équation: 

^ , r ^ , Xrf/ r . 3»«X pY/ 

err j— ?ri + Xcofvj — fiu-2ff;r4- — —, — -7 — ■— , . — 

ctcu/v- x ' J 'a % dv r iq./*cofu (i + XcofîOv 2 

H -i ( 3-»0 (2 — v) * A Cü ^ 2 v + (3 _ O (2- O (i-v) p X* 3 cof 3 v 

foit pour cet effet: 

/ zz A + B cof v + C cof 2 v + 0 cof 3 u 
^ rz — B fi u — 2C Tu v- 3 D Ü3D 


dds 

dV 1 


zz — B cof v — 4 C cof 2 t> — 9 D cof 3 u 


Ces valeurs étant fubftituées donneront: . 


— — cof v — cof 2 v — — cof 3 v 
a a a a 


JLi 

2 (ta 

_Bjc_ 

2 a a 


2_C_X 

& a 
Ck 

a* 


BX 
2aa 
9 D k 

2 aa 
BX 


+ 


2 a a 


aa 

2_y 

a a 
CX 
aa 

— 2 ffii 


D 


2mA 


D* 


m 

+ 3«»D 


— 1» » CA 

— (ùt r D 

+ C 3 — 0 (2 -y) {i-v)n& 


-2 wA — 2 t«B — 3- 

2a « 

+ 3 » » A + 3 n n B — 2 « C 

— 4 ff n A B — 3 « « A A -f- 3 ;/ r; C 

— jw v A — | — -i-ffffAB 

— ju y B —■§■«« AD 
— jw v C 

+ K? -O ( 2-0 M* 

Pour fatisfuirc à ces équations fojt: 

A = 51 X *4 ; B = 93 X -3 • C — @ A A 4 . c h j D r: SD ^ 

& nous obtiendrons ces égalités: 

95 

Q 3 » « — 2 — jw v) zz — 4" t » » 93 

— — — — — 2 w 95 4“ 3 w w 93 — fti'93 — \ n n 9 

aa aa J r- 

4$ 


a a 


4 - Ç 3 » k - 2 w - p v) <£ 4 -f( 3 - 0 ( 2 - 0 P — * 


— — — — ^ 4 " (3 « « — 2 w — (i v) 2 — l- 1* u $D — f w « 93 — 0 


a a aa 


G 


( 3 »« - 2 m - fi t/ ---O © - rr-i ® 4- «V C 3 - O C 3 - 0 C 1- 0 M 

GG w Ur U 

foit -zw 4 - (3 - 0 # 4 - v C> — 0 C 2 — 0 (s—v) pk k zr M 

et et 

ik nous trouverons: 

(3 - Q P-tQ ^ 


(V — 

4 (4 M — 3 n n + 2 m 4 - (W v) 

« _ -_Ç 3 M 4 - -f " » ) g 

M - 3 n n 4 - 2 w 4 - jw y 

Ç M ±±n*23 

3 tr ;; — 2 /// — fi v 


© = 


ï &4 

£ — - CM + l n Q <g + (3 - O P - Q 0 -0 fr 

9 M — 3 «» + 2 m + |t 4 v 

— Ç 6 M + § // ff) 3 >— | ?; ;; 33 

4 M — 3 ;;' ;; -f ? *f fx v 

Mais puisque i* efl une quantité extrêmement petite , & X auïfi alfis 
■petit, il lu Élira dans ces formules de le l'ervir de ces valeurs-. 
M~w; nu ~m: ce qui donnera 

g — Ç 3 ~ 0 C 2 - O P 


I 2 m 

_ Ç __ _ (3 - 0 C 2 - 0 .« 


Sg — - -1 . 

2 k k g X X m 

a = * b = - Lü.-^ 

I 6 H- «fi 


© = - A ® + 


19 2 7/J 


C3 ^2) C - — 0-0 w o u 


r P ~ 0 P - P + 0 - 0 0 -*00- 0 ^ 0 + 0 0-0 P-tQft 3 

192m 1927;; 

I* =r - 1 © - 4 ÜS =Z ± 1 Ü-Lû il" y ) P "P ** JL ( 3-0 O - 0 

384 w ‘ ifiXXw 

Donc il y aura : 

A — - _ 5 (3 - 0 (a - O X 0 g __ _ (3-0 0-0 X , 

1 6 w 3 S '» ’ 

C — Ihzl l C r " O & D — (4 + 0 0-0 

48 m 192 m 

négligeant les termes qui contiennent X -4 

ou puisqu’il fera permis de négliger les termes , qui contien- 
nent meme k 3 , nous làcisferons ausfi en fai font A zz o } B zz 0; 

(3 - O ( 2 - 0 f 1 * O j r 
— —^2 — 12 ni î de * ortc 9 ue nous ayons ; 


& C 


f? - y) 'O « O fi k k t « 

J. — i — COI 2 p, &e. 

12 W 

r “ £• ( I -f k cof v 4- ^ — V -2S^ Îl2jf-ü cof 2 /) 

v 12 m 

â w “ a H v ( i -f k Cûf v ) & 

, _ » a à v ( i *f X- cof v *) 

,/$>=' ' 


( I + * cof, + a- - o c» - -o tlA cof , , 5 . 


ou bien 


1 2 /// 




- ^'(3-0 C 2 "0 co fs v 


1 -f* cof V 


C tü 


C l + À cof v) 


Donc fuppofant 


r - V f r - /’ /• ) 


~ / nous aurons 


«a 

wa 


(p — C -f- r77-~ ^ C- - 2/ fi 1/ -f -| / fi 2 V - */3 fl J " -f ttC. ) 


12 h; 


( 3 — v/ (2“!') U Æ Æ fl 2 17 


Or puisque w zr a y -f a f fi / nous aurons 


? = c + v Trrrsi ~ 


« w h *7 , , 77 et / 




( 2 /+ À 0 ÎÎW + 


y (1 -x/o 


P fi 


7 ; a 

12/77 


f 3 ~ V ) (2 — l'^ftÆÆfî 2î7. 


donc négligeant les termes , qui renferment les inégalités du 
mouvement; le mouvement moyen de ce corps fera — — 


// Cf) 


Y{i-kky 


& le mouvement de l’anomalie moyenne ~ — : donc le 

a 

mouvement moyen fera au mouvement moyen de l’anomalie, comme 


£$ 126 


V{r"Yk) * I: ^ P ar con ** e( î uent * e mouvement de la ligne des ab- 

fidcs fera au mouvement moyen comme i — ^ ^ 1 " à i: ou pen- 

« « 

dant une révolution entière du corps M autour de C, la ligne des 

y ( \ - k k) 

abfides avancera d’un angle ~ (r i i) 360°. Or des va- 

a n 

leurs trouvées cy-dcfîus nous aurons 

I - t'k « {[ - H- ) -{- (3 - p) fj. (t -kl) + £ {3 » v) (2 - 1 1 ) (1 - v) (A k k 

a u. n n m (1 - k k) -f (a - (3 - t>) (2 -f v) y. k k 

ou dîvifant par approximation : 

\-kk - 2) , V([-H) 2) 

zz ï — — au us près & ~ 1 - — - 

« a, ;j jj m r a a 2 m 

& partent dans une révolution la ligne des ablîdes avancera d'un 
angle — ^lLü . — -L igc°. 

3 7/7 

L’inégalité du mouvement, ou l’équation à ajoutera la longitude 
moyenne fera 

- (1 + ) (2/+ 1 ) n « + (1 + , „ _ 4/j n 3 « + &c. 


_ (3-0 (a - ’U M* fi 2 u 

I 2 m 

d’où l’on voit, combien ce mouvement s’écarte de celui qui a été 
déterminé dans la propof. precedente. 

II. Hypothèse 

3 t P 

a V m c „ . 

Soit j_ — j ou 1* marque une fraction extrêmement 

r 

petite: 


m W CÎ5 


petite: & partant on aura 
M 

/ïV mc 3 sc\ me 5 , , ,c , , - . 

-jf = 7T (7j=7î-(' + (‘ / 7 + ^^( / 7) ! + &c -J 

& par confcquent 


R-ÎÏÜCl /£ + 

rr r 


V) fi fie- 

2 rr 


(/- ) 2 + &C. 
r 


ou bien 


R =-(r+ï^ivTô îC/(l+icorv+/) ^ c/(l+Kofv+/))!+&c) 

mais puisque fi & k font des quantités fort petites on pourra 
fuppofer / (i + k cofv + x) “ k cofu -f s & partant 

_ fi m ckcotv-fi mes finie k cofy - fim es 2{imc ks cof v 

(i j- Xcofv -f /) 2 (i+Xcofi >) 2 , (i 4 . Xcof Ty 

ou ^ ^ - — — fimkc ofv- pmkkcoCv 2 - fx ms -j* fimk/coCv 

c 

& I’cquation trouvée fe changera en cette forme. 


<U h 


kds 


3 csa n 2 s 


0 — -j — » (i + *cofv ) + -j— fui-2aa;«/ 4. ■■ V'. ' r 

dv 1 ' T d v 1 i + k colw 

— ctafims + a et. fi m k s cof » 

_ H{ ««w-car/B-j a ol fim k k 

— X- cof u -f a. a m k cofu - aa/iffli cof v 

— 4 a et //, w k k cof 2 s> 
où nous ferons: 

aa»Hzraaw — XX — * a a p « X X & 


i 

” ct — a m 

v . ; a 

donc » — XX) 4 ju w X X — % fim k k 

& 1’equation fuperieure en négligeant les termes trop petits de 
viendra étant divilée par » »: 


w(l-ft) 


n; ( i — u) ^r~r 4- m s — a m s — i y ;h £ Æ cof 2 — a 

x 1 1 cl v z 1 

Donc pofsnt s nz A £ . £ cof 2 y on ..aura 
— 4 A (i - j») + A ( 1 - fO — i f* — 8 


ou A — - 


3 V- - H 
y 1 ; k 


& partant 




cof 2 v 


.3 (1 ~ P) 

r“f(l 4.1 cof V cof î w) 

w r a a -f ti 1 ’ fi u 

« ci rfv(i Æ cof y) 


</ ® = 


(1 -f £ cof-J - 00 f 2 y) ! 

v 3 (t — f*) 


» a d v 2 r, a a Æ £ , - „ 

ou rf 2> ” — — — 4 — ; — : r â v col 2 v fie en mtcgram 

r 1 -f k cof y T 3 (l - fi) ' B 

. ï « V (1 - k h) 

p.oGmt / — ■ — j 

f - c + VT- *T) (y ‘ vfi 0 +^ fi s “ - &c ') + TC> TT 


<D:=C + 


« W H a - , - - . »DC/7* r 

T/l 777 " 4/ 717 f 2 /"!* fi ü + "P — * TT\ fi 2 : 

y (1 - X'/t) y (1 - *£) v J ' y <i - /• * j 


« a y k k _ 

/ fi 2 y 

3 {*~f 0 

Donc le mouvement moyen eft au mouvement de l’anomalie 
moyenne comme , - — 4, fie le mouvement de la ligne des 


y (i-m) 


abfides 


ïty 


V7l~ k 

abfides étant au mouvement moyen comme i à i. puisque 

i — kk i— kk — fi -f- pék 


a h 




tLCUltl I — kk —f- -§ /u kk 
cette raifon fera comme £ p à r, & par conféquent pendant une 
révolution entière la ligne des abfïdes avancera d’un angle — p. 
i8o°. Et l'inégalité du mouvement, ou la proflaphcrefe fera 
“ (l H— i p) (2 f -f- k ) fi v — J— (l H— 2 .ff fi 2 v ~ h P fi 3 v & 

£ -tL±-ip kk fi î « 

3 (1 - P) 

de forte que dans l’une ou l’autre hypothefe on cfl en état de con* 
noicre le mouvement aifés exactement. C. QjnT, 

AUTRE SOLUTION. 

Après être parvenu a cette équarion : 

J r nue* doi . me 3 dta 


* 7- - 

üit) 


r r 
vccdw 


Ri/w 


ayant déjà trouvé dtp — ; — , au lieu de fuppoler du — ttdv 

(, -+- coftj), mettons pour rendre Jes expresiîons de du Sc der 
plus femblables : 

d w" adv (1 k cofî» -f- /) 

& f — c (1 k cof v — f) 

ardu à r __ edr 

ou ,7w ” ; ce qui donne -7- — — 7- , 

c 1 dù» an/ y 


& fuppofant 


d r 


du confiant, d. — 
d w 

ît en 

a uc du 


vccs fc changeront en : 


dp =r 


crd dr edr 3 

v,rrdv 

andv 


, & les équations trou- 


r l 

IStmè/rti àt VAtfMmit T#w7. ///• 


* cofî/ 

R 


crddr 


n 


ddr — cd v 


m 

am/c 3 dv 


I?0 


arrdv 
rddr — dr z 


ou 


rr 


nn c‘ 


a me 


l dv 


a R rdv 


mer 


RH 

ce 


c 

0 


ZZ9 


a 2 d v 2 

Or ayant pofë r — c (i -J- X cofu *+* s ) nous aurons - , 

dr — c {d s k d v fi v ) 

& ddr ~ c [dds kd u a Cofv) 

Donc : 

rddr~dr 2 — ce wids—tîds QO>V-\-sdds—dl 2 -j-jWWv fiu— Wf2 cofv — ksdvi Cofv'-t ,! dv ! ) 

& fai Tant ia (ubftitution on aura : 
dds hdds c 0 Cv s dds 




ds~ 2 kdsCiv Xrcofy 


a 2 du 2 a z dv 2 ’ a 2 dv 2 a 2 dv 2 a 2 dv 


a 


ms 


i, D 

— — — nn — j— in “1— — (l— |— X cofu — /) 3 r* — 
a a c 


X coftf 


a a 


mk coCv. 


PuisqueR & s font par Phypothefc des quantités fort petites, quelque 
forme qu’ ait ta lettre R, on parviendra toujours à une telle expresfion 

— ( t— p-Xcof P-f-j - ) 3 — A — Br 1 c o fv-J- Ct 3 co fs v -f-D c 3 c o Ç t\.+S 

C 

où S marque une fonction quelconque de s, 
ïaifons donc: 

nn rr m — ~ —}— A 8z —— “ m — f- R 
aa aa 

ce qui donne nn rr m C 1 — XXJ + A — B XX 
ik fequation qui refte à réfoudre fera 
( i -j—é c o fu— t- /) ^ (w — î — 2 2 ( w-f- B) kdsdv 

‘ dv 2 d V 2 d V 2 

— mkszc/Çv — B,{ - j coftf— i~ w/— f- ( k 2 cofa v— f-DX 3 ï/cof. . .— ] J— S) 
de laquelle il ne fera pas difficile de trouver la valeur de S à peu 
prés, pareeque tant s que X 6c S font des quantités fore petites. 

Or 
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Or fi S eft donné par l’angle y, on parviendra toujours à une 
telle fonnc ; 

S ~ M£ a cof 2 v N £ 3 cof3 v Scc . 

& partant nous aurons: 

r — f ( I H - cofu— )— M l 2 cof2 v — f— N’Æ 3 cof3 v *-j— &c. ) 

& .'/wzz a.ÿy fi— j— /îcofy— j— M^ 3 cof2y-f- N^co^y-j-Scc.) 
donc « “ a (v -{-k fit» —J— I- M/’ 2 fi2t> -f- -JN* 3 fi 3 y —J— &c.) 

v w 

ou — marque l’anomalie moicnne de la Planete M : qui étant nom- 
mée r= » on aura 


u — — — ^ H - ^ fi v — f— -î- M é = fi 2 v — f- l N" k 3 fi a v — |— Sic. 

Donc l’anomalie moicnne u fera =: o, où la Planete fe trouvera à fit 
plus haute abfide, toutes les fois, que v—o, ou $ 6 o°, ou 2. 360° &c. 

Dcpu,s ayant J<p = 

on en trouvera 

dtyzz. andv (i — /écofy — f--| kk — £ k* cof y 

-f- i Æécofs y — J -f 3 cof3 v 

— M6fcof2y— J— M/i ,3 cofy Sic. 

H- Mé 3 cof3 u 

& à peu prés — N^ j cof3t> 

dp~ avdv — /■ cofy (t-f- ' M k 2 )-{-/E/f eufa v ( \ — M) ) 


an 


î! W 


I ,e mouvement moi en fera donc — v — 

& le mouvement moien de cette Planete fera au mouvement de fon 

à r, & le mouvement moyen fera au 
R 2 


anomalie comme 


a n 


V(i-tt) 


mouve* 
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mouvcmetic de la ligne des abfîdei comme 
an 


a n 


V (i 


kk) 


— j, ou comme i a i — 


y ( i 
y (i 


k k } 
kk) 


a n 


cav;; w (i— Fi)-}— A— 13W aà:.>u 


B v I— kk m ([ — kk)~\- B— Béé 

& ~ T “ “ : \i-kk) -+-A - B** 


w; 




B - A _ d „ nc = ,_*<* "JJ 


;;/ { i — kk) y à» * m (l — éé) ' 

Par conféquent le mouvement de la ligne des abfîdes fera au mouve- 
ment moien comme t~~tz rrt à i> & pendant une révolution 


2 M (i — kk) 


A-B 


entière la ligne des abfîdes avancera d’un angle — — ; 7 - 7 ^. jfio 0 , 

° c — 

cequi revient à la folution precedente. L’inégal i ce du mouvement f'c 
déterminera ausfi comme auparavant; mais la première fblution a ect 
avantage fur celle -cy, que Pangl'e v cil plus ailemcnt trouvé par l’a- 
nomalie moienne ». C. Q^F. T. 

C O RO LL. I. 

XLVI. On voit par là que fl y — j on Vr ~ Q~ r ~h^ ^ 


on aura «« — — & w n — m fi — kk\ 4- m, 6 c s~q, Dcfortc 

m fri 

que rdze (t ~\~ kcoCv); d u = ~ÿr~ (l-t-écofv); d$ ~ 

îîdu) dk . . . . , fi 

y (r — kk — |— — ). Dans ce 


(i — k cofi>) a I H- k cofi> m 

cas donc le Corps fc mouvra dans une ellipfc fui van t les réglés de 
Kepler, mais la ligne des abfides ne demeurera pas en repos. 


CoROLL. 


C O R O L L. 2. 

XL.V 1 I. Pour trourcr le mouvement dûs tibfldcs, on n’a qu’a 
confîdcrer le mouvement moien de l’anomalie, qui fera zz ns 
puisque « ✓ m — v -1- k fi v, Et le mouvement vrai étant ? = v 



m (i - 

de l’anomalie comme V i -f- — ^ ^ ^ b & Pé- 

tant le mouvement moyen au mouvement des abfîdcs, comme 

Y (i - 4 - : — 7-7-7- ) 1 à t, ou comme 1 a 

' m ( I kk) ' 


kk') 


) —H &c, le mouvement moien fera a celui 


V (IH- 


V (i 


) - V 


r de forte que pendant une révolü- 


m (.1 — kk) 
tion la ligne des abfides avance d’un angle de 


360 


V (i — 1 — 


77 J (l— \~kk) 


r\)~ l 


degrés» 


SCHO LI E 2. 

XLVTII. I! feroit trop long de développer tout ce que les for- 
mules trouvées renferment ; ,tk je m^ contente d’avoir montré le 
chemin pour parvenir à des formules, qui conduifent à une celle 
connoifïânce du mouvement, qu’on defire dans l’Aftronomie. Car 

quoiqu’on puifïe d’abord intégrer l’equation : dàr — — ^ f- 

— — — f— Rt/w 1 “ 0, en la multi pli cant par dr; fbn intégrale 

n’apportera presque aucun ufage au profit de l’Aftronomie, vu que 
ce n’eft pas la dirtance r qu’on peut regarder comme connue ; mais 
on doit plutôt déterminer cette diftance par l’angle «, qui eft pro- 

R 3 por- 
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portionnei au mouvement moien. Pour cet effet la manière d'appro- 
ximer, dont je me fuis fervi, eft bien préférable à la méthode di- 
refte ; puisqu’elle nous met en état de déterminer tant la diftance r, 
que l’angle <p par le feu! angle a, qui eft connu. Et comme cela fe 
fait par le moyen de l’anomalie excentrique v, 011 cil pourra aifé- 
mcnc confli uire des Tables telles, qu’on efl déjà accoutumé d'avoir 
dans l’Aftronomic; &. qui donnent àficonnoitre le mouvement des 
Planètes ausii aiiement, qu’on peut fouhaiter. 


S ch 0 lie 2. 


XLIX. Apres avoir déterminé les quantités confiantes « 5 : n, 
enforte que les plus grands ternies de l’équation fe de'truifcnt d’eux: 
mêmes, & qu’il n’y relie que des termes extrêmement petits, qui 
reluirent de R, de forte qu’il fera permis de négliger les puiilanccs 
de la lettre inconnue /, comme ausii les termes, qui renferment des 
puiflnnccs de l’excentricité k; il ne fera plus difficile d’en découvrir 
la véritable valeur de cette lettre /. On fe pourra fervir ou de la 
méthode indirecte, dont je me luis fervi pour approcher à ccttc 
valeur, ou l’on pourra ausii employer avec fucccs îa méthode dj- 
rcélc. L'équation à laquelle on parvient aura toujours ccttc forme: 


dds 


— r i( I + *Cofv) 4“ 


kif s 


v 


sÇi — 2kco(v—^bh) 


-P 


^ ’ dv~ 1 “j — Æcofu 

où P marque les termes connus, qui ne renferment pas la lettre /, 
puisque nous avons à peu près « 2 m = 1 de «s 7; n — 1 — k L 

t fi u 


Suppofons J — - 
<1 1 fi v 


à s “ 


* & nous aurons 

kçolv 

t d v { cof v — j— k) 

71 


I — | cof^ 1 C 1 — J — X’ cofv ) a 

i+ÆcûfV 2 dtdv[coïv-\r £) 

S ddtîiv (1 -f ^ cofu ) 2 (ji —j— k cof ”) 3 

Ces valeurs étant fubfiicuées, nous obtiendrons: 


dd t fi v -y 


m 



MtGv 


^(3^H-acofü — Acof»*). 

k cofv 


d v ” P d v' 


Multiplions par 


fin 

{ I-f*£cofz >) 3 


& l’integrale fera 


d/fiv 2 ’ Vd vCi v „ , dv{iJf kzo{ v ')S Vdv Çxv 

(t-f- X-cofo ). 3 ' (l-f A’cofv } 3 t ùv 2 (i -{•£ cofv ) 3 

Delà on aura donc 

■ pdv(\ -j'/'cofu ) 3 - P dvftv 

t J~ [fj,a ^ {l-fÆcoftO 3 


& par conféquent s ” ; — — 

r i+Æcofu 

Dcforte que la valeur de la lettre s fe pourra exaélemem déterminer 
par l’anomalie excentrique v , qui eft connue. Mais ayant montré 
ces artifices, je m’en vais donner tout court les folutions des pro- 
blèmes lùivans, en me contentant de les réduire à des équations, 
qui femblent erre les plus propres pour PAftronomie, 


Scholie 3 . 

L. Puisque dans cette operation la valeur deVfe trouve par une 
double intégration, <S: que par confequem il y entre deux quantités 
confiantes arbitraires, il faut avertir comment ces quantités con- 
fiantes doivent être déterminées. Or ayant pôle** — c (i-+-^cofu-f /) 
il eft d’abord clair que l’expresfion trouvée pour / ne doit renfermer 
aucune quantité abîbJument confiante, pareeqn’ elle augmenterait 
ou diminuerait: b difiance moyenne e, qui eft déjà fuppofée connue: 
& par cette coilllderation on déterminera une des deux dites quan- 
tités confiantes. En fécond lieu, il eft clair que j’expresfîon de / ne 
doit renfermer aucun terme de cette forme b cofv, puisqu’un tel 
eft déjà fuppofé être compris dans k cof v, où k marque l’excentri- 
cité de l’orbite, qu 3 on regarde comme connue: & par là on déter- 
minera ausfi l’autre confiante arbitraire. Donc fi après les deux in- 
tégrations on trouve une telle expresfion pour / ~ A -j~ B cofv 

+ C 
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4- C cof 2 v 4- D cof 3 v -f- &c. on doit prendre telles valeurs 
pour les deux quantités confiantes mentionnées, queJes deux lettres 
A & B deviennent cvanouïffàntes: & cette meme réglé fe doit ob- 
ferver dans les intégrations, qu’on fera dans les problèmes fuivant?. 
On voit ausfi, que dans la feeoude intégration, qui donne t f on 
n’y doit pas ajouter de confiante : ou que t ne doit pas renfermer de 
terme purement confiant: car dans ce cas l’expresfion , qui rélulte- 
roit pour /, conticndroit un terme de cette forme g fi u, qui mar- 
querait que l’angle .v ne fut pas pris depuis i’aphelie: & ccttc con- 
dition doit ctre remplie préférablement à ia fécondé; de forte que 
celle -cy jointe à la première fervira à déterminer les deux confiantes. 
Pour faire mieux fentir la préférence de çette fécondé condition 
fur la première, on n’a qu’à confiderer, que l’excentricité k fe dé- 
termine déjà par l’equation du — »dv (14- Æcofu), qui exprime le 
rapport du mouvement de la Planète au mouvement moyen de la 
Terre: & partant il pourra bien arriver que dans l’expresfion de la 
diflance r—c( 1 4 - C cof v 4 - &c.) le coefficient du terme cofu ne 
foit pas p recilement* égal à l’excentricité f, de forte que l’expresfiun 
intégrale 

j- ~ A B cof v -f- C cof 2 v -4- D cor 3 u — f- &c. 
pourrait. bien fubfifler, quand même il -n’y aurait B—. <?, pourvu que 
A-o, Mais on voir bien, que s’il y encrait dans cette expresfiou 
lin. terme, comme II fi u, les deux termes par exemple G cofu -h H 
fi v feraient equivalens à un tel L cof (u4~2), qui ne marquerait 
autre chofe que ce que l’anomalie u ne fereit pas contée depuis 
l’aplielic même, &. cette différence ne changerait rien dans le calcul. 
Pourvu donc qu’on ait egard à ces circonflances, on ne fera plus 
embaraffé au fujet des quantirés confiantes, que la double intégration 
entraîne dans Je calcul. 

PROBLEME 4. 

LT. Un corps étant foüicitê par des forces quelconques , dont les 
dircSUons fe trouvent pourtant toujours dans le meme plan , où le corps 
fe meut ; déterminer le mouvement du corps . 


Solution. 


&3 m €}? 

Solution. 


Puisque nous fuppofcns, que les directions des forces follici- £*■ j* 
cantes fe trouvent toujours dans le même plan, on voit d’abord, que 
pourvu que le corps ait une fois commencé fon mouvement dans ce 
plan, i! ne s’en écartera jamais. Que le plan de la Planche repre* 
fente donc ce plan, où fe fait le mouvement du corps par la ligne 
courbe A M : & qu’on rapporte ce mouvement au point fixe C, 
vers lequel foie dirigée conftammenc la force principale de celles 
qui agifiènt fur le corps i comme s’il s’agit d’une Planete principale, 

C fera le centre du Soleil ; mais fi la queftion roule fur queiqueSa- 
tellite , on placera ce point C dans le centre de fa principale. Cela 
remarqué, fuppofons que le corps, apres un tems = /, foit parvenu 
en M, & rapportons fon lieu à la direction fixe C, nommant l’angle 
A C M = Ç), & la diftance C M = r. Maintenant, de qu^ques 
forces que le corps en M foit follicité, elles fe réduiront toujours à 
deux, dont l’une agi fie félon la di redion MC» & l’autre félon la di- 
rection M Q perpendiculaire à Al Ci'foit 
la force qui agît félon M C P 

la force qui agit félon M Q_~ 

De plus, du point M tirons M P perpendiculaire 5c M V parallèle ) 

C A: & nommons les coordonnées 

C P ” V & PM = y. 

& nous ûurons .r — r cof <p & y — r fi <p: fuivant ces memes di- 
rections détompofons les deux forces P & Q5c la force M C — P 
donnera 

fuivant la direction M V une force = P col <p 

fuivant la direction M P une force rr P fi $ 

De même la force M Q_— Ordonnera 
fuivant la direction M v une force “ Q fi <p 

fuivant la direction M P une force Q cof <p 

& partant le corps en M fera poufie de deux forces 
fuivant les dire&ions confiantes M V & M P; qui foient repre- 
fentées par les lignes M .v 5c Mj, 5c nous aurons 
JtUmoius de psU âdmtt T*m . III. S la 
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la force M x ~ P cof <p — Q^fi <p* 
la force M y ” P fi (p H - cof îp. 
d’où 1& femme propofé cy - deflüs nous fournira ces- deux, 
équations : 

— — P cof (p +' Q fi (p. 

d t* 

—J. — _ P fi p - Q cof p 
d’où nous tirerons : 

P " — “ 7 ~t {ddx cof(P— f- </</yfi(P) & 

d t* 

Q ” {ddxhp — dd'ycoCp ) 

Or puisque- x~r coftp & y —r fî P, nous aurons- 
d x~d r cof P — r d P fi (P & d y ~d r (i 0 — p- r d P cof P' 

& de là ddxzzddrcoÇ<p— 2 drdpti<p — r ddpÇ\P~r dp* cof(P : 

ddy~ddr fi(p %drdp coftP-f- rddPcofP— rdp* fitp 

ces valeurs étant remifes donneront: 

P = - jtt 

& Q — -y 2 C -zdrdp - rddP) 

5c partant la folution du problème dépendra de ces deux équa- 
tions: 

I. d d r r dp* — -J P de* 

Il zdrdp -\-rddp= — ïQdt* 
où l’element </ / eft fuppofé confiant , au lieu duquel on 
pourra introduire le mouvement moyen du Soleil », en pofant 
Q à 00 2 

% d t 2 “ — Yi — ; où a marque la diffiance moyenne de la Terre 


au 
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an Soleil, 5c TT la force, donc Ja Terre eû pouflee vers ïe Soleil 
à cette même diftonce; & alors on aura ces deux équations; 

L d i r rd If 1 — J — “ o 

II. ,11/rJ^-jrrJJp -j-iü-QI— — „ 

■C. ÇLF. T. 

S c Ho.x r n. 

'LU. La fo lu ci on des ees équations dépend principalement de 
la nature des fonéfions P & Q, dont les forces, qui agiflenc fur le 
corps, font exprimées. Mais en général .il ne fe préfente rien de 
remarquable à développer au fujet de ces équations. Cependant, fi 
nous connoisfions d’ailleurs -déjà le mouvement du corps M, à l’aide 
de ces formules .nous pourrions .réciproquement déterminer les 
forces, dont ce corps fera follicité; ce qui ne manquera pas d’appor* 

■ter un grand .avantage dans J’ Agronomie, quand on fe trouvera en 
état de déduire des obfervations les petites irrégularités, auxquelles 
le mouvement des Planètes efl: fujet, pour «n connoitre, combien 
les forces, qui agilTenc aétuellement fur les Planètes, font differentes 
de celles qu’oifluppofe dans la Théorie. 

PROBLEME 5. 

LUI. Un corps en M étant foUicité par des j or ce s quelconques , ^ ^ 
dont la principale [oit dirigée vers le point C , déterminer fon 
mouvement. 

Solution. 

Puisque le mouvement de ce corps ne fe fera point dans un 
même plan, qu’on choififlé à Tolonté un plan, qui pafiè par le point 
C, auquel on rapporte le mouvement de ce corps: & ec plan foit 
reprefenté par celui de la Planehe: auquel on baillé du point M la 
perpendiculaire AI R, & ayant pris dans ce même plan ,une ligne 

S z fixe 
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fixe C A pour axe, & y ayant mené de' ( R la perpendiculaire R P, | 
qu’on nomme les trois coordonnées: 1 CPS#; P R^j & RM 
— z. Outre cela foit la diftance raccourcie C R — r, & l’angle 
A C R “ <P m , d’où nous tirons X zz r cof <P & y — r C <P. Enfuite 
jes forces, qui agiflènt fur le corps en M, fe réduiront aune, dont 
la direélion efl perpendiculaire au plan A C R, & à d’autres, dont 
les directions fe trouveront dans ce plan meme, ou plutôt dans un 
plan qui paflâne par M lui eft parallèle. Ces demieres forces pour- 
ront outre cela être réduites à deux direéiions, dont l’une fera R C, 
& l’autre R Q. perpendiculaire à R C, de forte que nous n’aurons 
que trois forces à confiderer, favoir; Mz, R C & R Qj que nous 
nommerons : 


la force R C = P 
la force R Q = CL 
la force M R = R. 

Les deux premières forces étant dans le plan A C R, auquel nous 
rapportons le mouvement, nous en tirerons les mêmes équations, 
que nous avons trouvées dans la folution du problème precedent. 
Et partant fi au Heu de l’élément du tems dt y nous introduirons le 
mouvement moyen du Soleil, qui foit ~da>: & que nous pofions 
la diftance moyenne de la terre au Soleil zz la force du 
Soleil fur la Terre zz TT, nous aurons ces deux équations; en 
iuppolant d » confiant: 

l d dr - rd 0* 4 Jj— = » 


II. 2 d r d Q -f- r dd Q 4“ — — **• 
Or la troifiéme force R donnera cette équation 


o. d à z _ , . , rfRafw* 

~ — K ou d d % — p- 


ât- 


n 


Oi 


qui exprime pour chaque in fiant la diftance du corps M au pian 
A CR. Pour mieux connoitre l’obliquité de ce mouvement, pen- 
dant 
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dant que le côrps paftê par l’element M m, concevons un plan qui 
pafiè cet élément M »-& ; le i point C, .pour avoir lé .plan, dans le- 
quel le corps fe meut dans cet inftant, Soit C £i l’interfeélion de 
ce plan avec le plan A C R, &C £i nous [reprefentera la ligne des 
noeuds. De plus, ayant tiré du point R fur C Si la perpendiculaire 
R S, & outre cela la ligne M S, l’angle M S R reprefentera in- 
clinai fon du plan C S M, dans lequel le corps M fe meut actuel- 
lement dans cet inftant, au plan fixe ACjR: foit donc, pour appli- 
quer le calcul à la fituation de ce plan : 

l’angle A C & ™ * 

& l'inclinaifon, ou l’angle, R S M ~ g, 

De là nous aurons l’angle £i C R “ <P — ît, & partant RS “ r 
fi. (<p — w) &■ C S “ r cof (<p — v). *Enfuite la confident! on 
de l’angle R S M -z= g donnant R M — R S tang g, nous 
fournira cette e'quation: 

z — r fi (<p — ?r) tang g 


d’où nous tirons par la diflerentiation ; 

dzzzdrfi(<P~ v) tang thr) cof ((p - r ) tang g + 

Mais il faut confiderer, que pendant que le corps fe ment par l 'élé- 
ment Mot,, tant la ligne des noeuds C Cl que l’inclinaifon R SM 
demeure invariable, & partant, la valeur de à z doit être jufte , 
quand même on fuppoferoit v & 5 confiantes ; de forte que nous 


ayons: 

d z “ à r fi C<P — x) tang g — [- r à <P cof (<P — t) tang g 
& par conféquent: 

r dn cof (<p — jr)tang g zr - 

* ■ â p d K tang fi 

& portant i. tang f = ^ «r = . 

Cherchons' maintenant ausfi k valeur du differentio- différentiel 
i é z ) & nous trouverons félon les régies 

S 3 



dâz 


45 *4® ttt. 

<7^4 = tang f d. (r/r fi (p- «■)-+- r dp cof{p -*)) 

H— (Vr fi.($ — w) -f- ?* d $ cof(0 — ?r)) d, tang p 
c’eft à dire 

f dd r fi (<p — tf') -h dr {dp — dw) cof(<p — üt) N 

daz tang ^ co f ^ ^ +^ r ^Cp cof((p - ir) - n/<p (dp~ <fr) fi ((p - «■) J 

+iri* coW-„)+ r JM?'gL* =Ê 

.tang (.(p - sr) 

laquelle expresfion fe .réduit en cette forme 

ddz — tzngç {ddrÇ\{ty— w)H~ .2 drd P co( ($ — n) .r d d $ zoï {P —ft) ) 

, - „ - //V . , r d<b d K 

— rdp 2 fi (<P — ?r) 


. Ü (Cp — sr) 

Mais ici je remarque d’abord les mêmes formules, ;quî fe trouvent 

dans les deuxpremiéres équations; .mettant donc 

jj aV d m 1 

ddr — rdp z ~ — — jj — 

& 2 d r dp — f- ,r d dp zz — ~ ^5 

nous aurons : 

*—a Vdw z 


/•— aYdw ' 1 ' jQéfw* - . , 

üdz ■=. taqg ? ( jj fî (<P - *■) - -=%— -cof (<P - *■) ■ + Jj _) 

► & puisque d à t -l-'— -fL— — », il en réfultera .cette équa- 


tion: 


U (© — :r) — 

n tartg f TT 

& partant 


n 

.a Q/w a 


r ,* r af (p d 7r 

n c of(î>— )+ ïï ^-^ - • 


t* fi W - 0 ■ + QSW 


R 


tangf) 


v _ , . d 7 T tang g , 7 dir 

& à caufe de d . tang P zz ou d. J tang f — ■ ,* — z~\ 

° 5 tang (<P - tt) tang [<P - ~) 


nous 


m 
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nous aurons 


(Pfi^-r) + Qcof(?-,)-- R -) 

Donc, par Je' moyen de ces deux dernîcres équations, nous Tommes 
en état de déterminer pour chaque tems piopofé, tant la-fituation de 
la ligne des noeuds, que l’inclinaifon de l’orbite de la Planete au 
plan fixe A C R.. C. Q. F, T. 

C 6 R 0 L L. 

LIV. Ce problème demande donc, outre les deux équations, 
auxquelles Je problème precedent a été réduit, encore Ja fol mi on de 
ces deux équations; 

TT ri* (Pfi(?-) + Q=0f(?-,)-^-) 

/ tang t = ( p « M + Q coTt«*— 0 - “) 

desquelles il ne fera pas difficile de trouver par vove d’approxima- 
tion les valeurs de ^ & de ^ ; pourvuqu’ on ait déjà détermine le: 
rapport entre r, <P & w par les deux premières équations. 
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